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			Resumen

			La perspectiva histórica y epistemológica ha demostrado su relevancia por su correspondencia con el desarrollo cognitivo del estudiante en el Análisis Real. Sin embargo, hay pocos estudios desde esta perspectiva centrados en sucesiones y series. Desde una perspectiva histórica-epistemológica se presenta un análisis sobre las nociones de sucesiones y series, para discutir sobre su enseñanza y alcances didácticos, con especial foco en una idea fundamental y transversal en el Análisis Real: la convergencia. A partir de un análisis documental, se aborda la evolución del conocimiento que dio lugar a la definición formal del límite de sucesión y el desarrollo de funciones en serie de potencias, lo cual produjo el desarrollo moderno del Análisis Real a través del estudio sistemático de la convergencia. Se relacionan los problemas e interrogantes con los conocimientos y métodos disponibles en periodos históricos específicos, enfatizando los obstáculos que debieron ser resueltos para alcanzar este desarrollo moderno.
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			Abstract

			The historical and epistemological perspective has proven its relevance due to its correspondence with the cognitive development of students in Real Analysis. However, there are few studies from this perspective focused on sequences and series. From a historical-epistemological perspective, an analysis of the notions of sequences and series is presented to discuss their teaching and didactic scope, with a special focus on a fundamental and cross-cutting idea in Real Analysis: convergence. Based on a documentary analysis, this paper addresses the evolution of knowledge that led to the formal definition of the limit of succession and the development of power series functions, which produced the modern development of Real Analysis through the systematic study of convergence. The problems and questions are related to the knowledge and methods available in specific historical periods, emphasizing the obstacles that had to be overcome to achieve this modern development.
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			INTRODUCCIÓN1

			La investigación en educación matemática enfocada en el Análisis ha sido realizada intensivamente durante décadas. Destacan los aportes de diversos autores que han planteado dificultades y obstáculos en la enseñanza y el aprendizaje de temáticas que se asocian con la corriente de investigación conocida como pensamiento matemático avanzado (Boschet, 1983; Bressoud et al., 2016; Oktaç y Vivier, 2016; Tall, 1991). Especialmente vinculadas con los principios del Análisis, ya sea desde la educación secundaria o la universitaria, se han planteado perspectivas de estudio que permiten comprender de mejor forma la situación actual. Estas perspectivas se centran en diversos puntos de vista, entre los que destacan las miradas epistemológicas, cognitivas, institucionales, antropológicas y socioculturales (Artigue, 1995a; 1998; 2006). Con base en ello, se plantea la importancia de profundizar, desde una perspectiva histórica y epistemológica, en nociones fundamentales para el dominio del Análisis; en particular, esta investigación se enfoca en las sucesiones y series.

			Algunos estudios en el dominio del Análisis exploran los obstáculos o las situaciones didácticas para la comprensión de nociones fundamentales, tales como límite de sucesiones, representación de funciones en series enteras, integral definida y convergencia de series (Camacho et al., 2008; Mamona-Downs, 2001; Robert, 1982; Roh, 2010). Otros trabajos ponen atención en el estudio de nociones del Análisis con sustento en diversas teorías de la didáctica de la matemática. Por ejemplo, la investigación de Bergé (2008) explora el aprendizaje del conjunto de números reales y su propiedad de completitud a nivel universitario mediante la teoría antropológica de lo didáctico. El estudio de Verdugo-Hernández (2018; 2020) analiza el trabajo matemático que privilegian las y los profesores en la enseñanza de las sucesiones. Asimismo, Ghedamsi y Fattoum (2018) estudian la conceptualización de las sucesiones en situaciones del salón de clase basadas en la estructuración del medio mediante teoría de situaciones didácticas. Por su parte, Flores et al. (2022) estudian, con sustento en la teoría de la actividad en didáctica de la matemática (Vandebrouck, 2018) y los paradigmas del Análisis (Montoya-Delgadillo y Vivier, 2016), la transición de la secundaria a la universidad de las sucesiones recursivas.

			Las investigaciones precedentes ponen atención en diversas nociones y puntos de vista en el dominio del Análisis. Si bien se reconoce la relevancia que tienen los análisis históricos y epistemológicos para una comprensión profunda de los fenómenos que permitan mejorar la enseñanza y el planteamiento de nuevas propuestas didácticas (Bagni, 2009; Durand-Guerrier y Arsac, 2005), y se ha constatado, además, una correspondencia entre la construcción histórica del Análisis Real y el desarrollo cognitivo del estudiante (Thomé et al., 2020), se hacen necesarios nuevos estudios sobre esta dimensión para otras nociones del Análisis. Particularmente para el tópico sucesiones y series, son pocos los estudios que asumen matices epistemológicos, pues lo hacen, más bien, a partir de una conceptualización no analítica, es decir, con foco en la noción de secuencia numérica (por ejemplo, Fernández Escalona, 2010, 2016; Vieira et al., 2024). En este sentido, se plantea la pertinencia de entender el origen y desarrollo de las nociones de sucesiones y series.

			Lo anterior permitiría comprender, más claramente, las razones epistémicas por las cuales son necesarias las nociones mencionadas tal como son estudiadas hoy en día, dado que el conocimiento de la historia y la epistemología de las nociones matemáticas que se enseñan permite comprender y abordar los obstáculos epistemológicos asociados (D´Amore, 2004). Así, cobra pertinencia realizar esta tarea para el caso específico de las nociones fundamentales del cálculo, que suelen ser reportadas por distintas investigaciones como detonadoras de dificultades persistentes en las formas de razonar y de aprender tales conceptos (Thompson y Harel, 2021).

			Con base en lo anterior, la consideración de las especificidades de las nociones involucradas en la enseñanza, teniendo en cuenta un cuestionamiento histórico-epistemológico, permitiría abordar los obstáculos encontrados en los procesos de enseñanza y de aprendizaje y propiciaría una mejor comprensión, particularmente en lo que concierne a la definición formal de límite de sucesiones, la convergencia de series y la representación de funciones en series enteras. En la presente investigación se plantea un estudio histórico y epistemológico de las sucesiones y series. Las preguntas que orientan la investigación son: ¿cómo se desarrolló el trabajo matemático en el Análisis, previo a la noción de convergencia de sucesiones y series?, ¿qué problemas y obstáculos permitieron llegar a estas nociones tal como se estudian en la actualidad? Se espera que, al responder estas interrogantes, se aporte conocimiento acerca de la naturaleza de las nociones estudiadas y así brindar un insumo para posibles propuestas de enseñanza.

			MARCO DE REFERENCIA

			La ingeniería didáctica (ID) ha sido desarrollada desde aproximadamente 1981 por diversos autores, incluyendo a Chevallard (1982), Brousseau (1986a; 1986b), Artigue (1988), Robert (1982), Laborde (1982) y Balacheff (1988), entre otros. Surge como una metodología de investigación que permite identificar fenómenos didácticos en situaciones controladas de clase al facilitar el estudio de situaciones didácticas complejas en condiciones normales de enseñanza.

			La ID no se limita a ser únicamente una metodología de investigación; Perrin-Glorian (2011) señala que también es un medio para estudiar y desarrollar la enseñanza. Así, los propósitos de investigación de una ID pueden ser diversos (Artigue, 1995b; Douady, 1987). Además, de acuerdo con Artigue (2015), la ID puede ser utilizada como metodología y como fundamento teórico; en este último caso, la mirada teórica permite estudiar la relación entre la investigación y la acción en un sistema de enseñanza. La ID involucra un proceso riguroso y estructurado que consta de cuatro fases principales (Artigue, 1995b, 2015; Perrin-Glorian, 2011):

			1.Análisis preliminares: esta fase considera el estudio epistemológico del saber involucrado en la enseñanza, el análisis de la enseñanza tradicional y las concepciones de los estudiantes, así como sus dificultades y obstáculos. De aquí que, la ID distingue tres dimensiones vinculadas con los procesos de construcción y que son necesarios de realizar (Artigue, 1995b): dimensión epistemológica, dimensión cognitiva y dimensión didáctica.

			2.Concepción y análisis a priori de situaciones didácticas: en esta fase el investigador trabaja en el diseño y análisis de control de las relaciones entre el significado y las situaciones didácticas de la ingeniería, lo cual comprende una parte descriptiva y una predictiva.

			3.Experimentación: en esta fase se implementa la ingeniería (secuencias de enseñanza) con los actores implicados: investigador, profesor y estudiantes.

			4.Análisis a posteriori y evaluación: aquí son analizados los datos recolectados en la investigación. Se validan o refutan los supuestos de investigación con base en la confrontación de los análisis a priori y a posteriori.

			De este modo, para realizar una ID es esencial comenzar con un análisis preliminar que aborde el marco teórico didáctico general y los conocimientos relacionados con el tema en cuestión. En el presente estudio, una de las dimensiones del análisis preliminar que nos interesa abordar es la epistemológica (Artigue, 1998).

			Esta dimensión nos permitirá explorar y profundizar en las características de las sucesiones y series desde una perspectiva histórica mediante la comprensión de su estructura, propiedades y relaciones, lo cual puede aportar a investigaciones futuras en este ámbito de estudio y al diseño de ingenierías didácticas en torno al saber en juego.

			METODOLOGÍA

			Si se asume un paradigma interpretativo, la indagación histórica-epistemológica, propia del análisis preliminar de la ID, se lleva a cabo mediante elementos del análisis documental de contenido (Pinto y Gálvez, 1999), el cual permite extraer y representar el contenido de documentos bajo una estrategia específica. Esto se realiza con el fin de hacer posible su consulta y recuperación para el estudio y posterior uso en el diseño e implementación de situaciones de enseñanza. Dicho análisis se enmarca en un enfoque cualitativo que facilita la revisión y evaluación sistemática de documentos a través de la interpretación de los datos para la obtención de significados, así como la producción de conocimiento empírico y de documentos científicos (Bowen, 2009; Pinto, 1989). El análisis documental es un proceso iterativo y selectivo que: 1) proporciona antecedentes para entender las raíces históricas y factores del contexto; 2) sugiere algunas preguntas y situaciones que necesitan ser observadas como parte de la investigación; 3) provee datos complementarios de investigación; 4) permite identificar y comparar cambios en el desarrollo socio-histórico; y 5) contribuye a la verificación de hallazgos o la corroboración de la información reportada por distintas fuentes (Bowen, 2009). Este método de análisis es usado tanto para seleccionar como para estructurar las fuentes consultadas.

			Para realizar el análisis documental primero se seleccionaron los textos que serían revisados, considerando tanto fuentes primarias como secundarias pertinentes a la historia y epistemología de la matemática. Para ello, se revisaron repositorios y bases de datos digitales y catálogos de bibliotecas físicas para acceder a libros y enciclopedias temáticas. Luego, se realizaron resúmenes, los cuales se compararon entre sí, en búsqueda de contradicciones, redundancias y complementariedades entre sus contenidos (Bowen, 2009). El análisis se realizó en dos partes: en la primera se consideró la época anterior al siglo XIX, con el propósito de identificar aspectos relevantes asociados a las nociones precursoras de convergencia de sucesiones y series. A partir de esta delimitación, se elaboró un marco conceptual para orientar la comprensión (Casasempere y Vercher, 2020) que, en este caso, incluyó la caracterización de los tratamientos matemáticos que recibían estas nociones y la identificación de las aplicaciones de las que fueron objeto.

			En la segunda parte se identificaron aquellos desarrollos que permitieron hacer emerger la noción de convergencia, tal como la conocemos en el presente, considerando el periodo histórico desde el siglo XIX en adelante. En esta parte se analizan elementos críticos en la evolución de las nociones que son objeto de estudio.

			Durante la investigación se consultaron textos de historia de las matemáticas a través de autores como Kline (1972) y Dugac (2003), entre otros, y su traducción al idioma español. Asimismo, nos apoyamos en fuentes originales de obras matemáticas tales como Opus geometricum de Gregoire de Saint-Vincent (Le Goff, 1990) y Cours d’Analyse de Augustin-Louis Cauchy (2009). De esta manera, la revisión incluyó tanto fuentes primarias como secundarias, lo cual es propio del análisis documental (Pinto y Gálvez, 1999) (Cuadro 1). Así, con el fin de asegurar la confiabilidad del proceso de análisis y las estrategias de triangulación, adoptamos la triangulación por múltiples fuentes (Arias, 2000), la cual consiste en validar los hallazgos mediante la comparación de información proveniente de distintas obras y autores. En esta investigación se llevó a cabo una comparación entre diferentes tipos de fuentes y perspectivas de varios investigadores: tres didactas de la matemática y un matemático.

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							Cuadro 1. Principales aspectos estudiados según periodo histórico y partes del artículo

						
					

					
							
							Partes

						
							
							Periodo histórico

						
							
							Aspectos estudiados

						
					

					
							
							1.Las nociones precursoras a las sucesiones, series y convergencia previos a su formalización

						
							
							•Antigüedad: Euclides (c. 300 a.C.) y Arquímedes (287 a.C.-212 a.C.)

							•Edad Media: Oresme (1323-1382)

							•Edad Moderna: Wallis (1616-1703) y Saint-Vincent (1584-1667)

						
							
							•Precursores o nociones primitivas de convergencia:

							•Método de exhaución

							•Nociones preliminares de límite

							•Progresiones geométricas

							•Argumentaciones y construcciones geométricas

						
					

					
							
							2.La relevancia de las sucesiones y series en el desarrollo moderno del Análisis Real

						
							
							•Edad Moderna: Newton (1642-1727), Leibnitz (1646-1716), Euler (1707-1783) y D’Alembert (1717-1783)

							•Época contemporánea: Bolzano (1781-1848), Cauchy (1789-1857) y Weiestrass (1815-1897)

						
							
							•Desarrollo del cálculo: representación de funciones en series enteras

							•Aritmetización del Análisis Real: independencia del Análisis de la geometría

							•Desarrollo sistemático de las sucesiones y series

							•Desarrollo de la noción de límite de sucesiones

							•Desarrollo de la noción de convergencia de series

							•Convergencia uniforme

							•Teoremas estructurales del Análisis: el rol de las sucesiones

						
					

					
							
							Fuente: elaboración propia.

						
					

				
			

			RESULTADOS

			Parte 1: nociones precursoras a las sucesiones, series y convergencia, previos a su formalización

			En esta sección estudiaremos aspectos que condujeron al desarrollo de nociones precursoras de las sucesiones y series, es decir, los principales aportes relacionados con las nociones primitivas de convergencia. Al mismo tiempo, trataremos de exponer los obstáculos que debieron ser vencidos para llegar a los desarrollos y nociones tal como se conocen hoy en día.

			La influencia griega y el método de exhaución

			La influencia griega de la época clásica (alrededor de 600-300 a.C.) fue tan grande que la geometría dominó el razonamiento matemático durante siglos. De hecho, el método de exhaución, desarrollado inicialmente por los griegos, constituye un razonamiento de convergencia basado en sucesiones de figuras geométricas cuya suma sería la antesala de las progresiones geométricas. El término “exhaución” no fue utilizado por los griegos, sino que fue introducido en el siglo XVII por Grégoire de Saint-Vincent, cuya obra discutiremos más adelante. El método es un proceso de convergencia riguroso que no requiere un paso explícito, toda vez que fue el arquetipo de dicha noción lo que dominó el Análisis durante siglos.

			En principio, los griegos desarrollaron la cuadratura de figuras rectilíneas, para posteriormente extenderla a figuras curvilíneas, lo cual constituye una versión primitiva del denominado método de exhaución; este método consiste en lo siguiente: dada una figura geométrica de área a, se realiza una aproximación a ella por una sucesión creciente de polígonos inscritos, a fin de ir “agotando” o disminuyendo cada vez más el valor de a hasta aproximarla con cierta precisión. Esto será ilustrado más adelante mediante la cuadratura de la parábola de Arquímedes.

			El método, atribuido a Eudoxo (Cnido, actual Turquía, c. 400-347 a.C.), fue perfeccionado por Euclides (Alejandría, antiguo Egipto, c. 325 a.C.-265 a.C.) y, posteriormente, por Arquímedes (Siracusa, Sicilia, c. 287-212 a.C.), quien elaboró un notable ejemplo de aplicación a la cuadratura de un segmento de parábola. Consideramos que en este avance está implícito el uso de las sucesiones y progresiones geométricas junto con la idea de convergencia. Esto se evidencia en la proposición 1 del libro X de los Elementos de Euclides:

			Dadas dos magnitudes desiguales, si a la mayor se le quita una [magnitud] más grande que su mitad y, de la que queda, una mayor que su mitad y así sucesivamente, quedará una magnitud que será menor que la menor dada.

			Lo anterior se podría reformular, en términos actuales, como la convergencia de una progresión geométrica.

			El libro XII de los Elementos de Euclides está basado en el método de exhaución, específicamente, la proposición 2 afirma que: “La razón entre las áreas de dos círculos es igual a la de los cuadrados de sus diámetros”. Para probar esta proposición, el método aproxima ambas áreas con una sucesión de polígonos regulares inscritos con precisión creciente de aproximación, como se explicó antes. Si nos detenemos en las proposiciones anteriores, podremos percibir que se habla implícitamente del infinito, debido a las aproximaciones que se realizan en los procesos subyacentes. En efecto, la demostración original de Euclides recurre al agotamiento de un círculo en el sentido de la proposición X.1. De este modo, la proposición original de Euclides es precursora de la idea de convergencia, lo que se hará aún más evidente en el trabajo de Arquímedes, como mostraremos enseguida, aunque la geometría griega no llegó realmente a desarrollar argumentos con base en procesos infinitos (Ortiz, 2000).

			En la obra Sobre la cuadratura de la parábola (Le Goff, 1990), Arquímedes perfeccionó el método de exhaución mediante una descomposición exhaustiva de un segmento parabólico por medio de triángulos de una forma muy ingeniosa. A continuación, examinaremos los enunciados esenciales de Arquímedes, lo cual permitirá comprender el enfoque posteriormente desarrollado por Grégoire de Saint-Vincent.

			De acuerdo con el mismo Arquímedes, las definiciones preliminares a las proposiciones XVIII-XXIV son:

			Yo llamo base, el segmento acotado por una recta y por una línea curva; altura, la mayor perpendicular trazada desde la línea curva hasta la base del segmento; y vértice, el punto [de la línea curva] desde donde se traza la mayor perpendicular.

			Enseguida, Arquímedes provee la serie de proposiciones XVIII-XXIV, de la cual retendremos la XXIV:

			Todo segmento acotado por una recta y una parábola equivale a cuatro tercios del triángulo teniendo la misma base y altura que el segmento.
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			Con el fin de clarificar lo anterior, diremos que una cuerda AΓ de una parábola es un segmento de recta que une dos puntos arbitrarios A y Γ sobre ella. Arquímedes, como sus contemporáneos, denomina segmento parabólico a la región del plano acotada entre una cuerda AΓ y un arco de la parábola comprendido entre los puntos A y Γ. El vértice de un segmento parabólico es el punto de la parábola en el cual la tangente es paralela a la cuerda que define el segmento (punto B de la Fig. 1). El problema es cuadrar un segmento de parábola, es decir, encontrar una figura rectilínea tal que la razón de sus áreas sea racional. La proposición XXIV da una relación 4/3 entre el área de un segmento parabólico cualquiera y la del triángulo con la misma base y altura que el segmento.

			La proposición de Arquímedes y su demostración es importante debido a que es el primer ejemplo conocido de cuadratura exacta de una figura curvilínea, es decir, de uso del método de exhaución. Para la demostración, Arquímedes conoce a priori la construcción geométrica y evita el paso al límite cuando el número de triángulos que aproximan al segmento parabólico tiende al infinito. A pesar de ello, la cuadratura de la parábola de Arquímedes es un texto fundacional del Cálculo Infinitesimal, pues sus métodos van a ser redescubiertos por los geómetras de principio del siglo XVII, entre los cuales Grégoire de Saint-Vincent es uno de los primeros.

			De la discusión de la obra realizada por Euclides y Arquímedes destacamos elementos sobre la forma en que se desarrolló el Análisis Matemático antes de la formulación de las nociones de sucesiones y series, así como de la convergencia. Asimismo, uno de los problemas que motivó este desarrollo fue la cuadratura de figuras curvilíneas y cuya forma de solución, el método de exhaución, es precursor de la noción de convergencia, lo cual nos permite acercarnos a una respuesta a la pregunta 1 enunciada en la introducción.

			La Edad Media y la reformulación del método de exhaución

			Hacia 1360, Nicole Oresme escribió Quaestiones super Geometriam Euclidis, libro que fue publicado hasta 1961. De hecho, el manuscrito muestra cuál era el estado del Análisis de la época, pues desarrolla un tema completamente nuevo, la teoría de series, que quizás es el primer tratado sobre el tema. Oresme considera una serie geométrica de término general qn —utilizando las notaciones actuales— y concluye que ésta es convergente si 0 < q < 1 o divergente si q ≥ 1. Enseguida, provee la regla de sumación de una serie geométrica
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			Oresme muestra, en un pasaje que lleva la impronta de la matemática griega, que es posible tener una serie de término general que converja a cero y cuya suma es infinita. Para ello, da el ejemplo de la serie armónica de término general 1/n y provee un discurso de prueba, empleado hasta nuestros días, que evocaría el criterio de Cauchy (Dugac, 2003).

			De lo anterior, destacamos la formulación de la noción de progresión geométrica, de la notación, junto al primer estudio y desarrollo de una técnica de convergencia basada en argumentos geométricos que aporta elementos de respuesta a las preguntas 1 y 2. De hecho, en el trabajo de Oresme podemos apreciar la argumentación de convergencia/divergencia de series basada en construcciones geométricas, aun cuando las nociones actuales, despojadas de ese tipo de artefactos, estaban lejos de desarrollarse. Creemos que este tipo de argumentación permite realizar demostraciones previas a la introducción de las nociones formales en la educación universitaria. Esto estaría en concordancia con variadas investigaciones que tratan de aprovechar las ideas intuitivas de los estudiantes para lograr una representación mental adecuada de la convergencia, lo que se desarrolla principalmente mediante intuición geométrica (por ejemplo, Oehrtmann, 2014).

			El método de exhaución se modificó primero gradualmente y después de forma más radical por la invención del cálculo. El primero en modificar significativamente el método —y en darle dicho nombre— fue Grégoire de Saint-Vincent (1647), quien publicó su tratado Opus geometricum. Además, en el libro II de su obra, dedicado a las progresiones geométricas, provee la primera definición de límite en la historia de las matemáticas:

			El término de una progresión [geométrica] es el final de la serie, el cual ninguna progresión puede alcanzar, si es que nos está permitido proseguirla hasta el infinito; pero al cual es posible acceder tan cerca de cualquier intervalo dado (Saint-Vincent, 1647: Definición III, Libro II: 55).

			De lo anterior se interpreta que una progresión geométrica no puede alcanzar su “final” porque requeriría una infinidad de etapas. Adicionalmente, provee una explicación basada en una construcción geométrica que consiste en dividir un segmento de recta inicial en segmentos proporcionales, donde cada nuevo segmento es el anterior multiplicado por una cantidad prefijada. Asimismo, en su libro II, Saint-Vincent introduce una adaptación de la Proposición I del Libro X de Los elementos de Euclides:

			De una magnitud AK, quitemos una parte cualquiera AB; y del resto BK quitemos BC, quedando CK. Si esta ablación se perpetúa para siempre, de AK quedará una cantidad más pequeña que cualquiera dada. Se trata de la primera [proposición] universal del décimo [elemento de Euclides] (Saint-Vincent, 1647: Proposición LXXVIII, Libro II: 96).

			Aparte de la extensión a toda progresión de razón menor que 1, Saint-Vincent introdujo lo que él entendió por suma de una serie por paso al límite implícito, en la nota que sigue inmediatamente a la proposición LXXVIII:

			Nota: cuando se dice en la proposición que si esta ablación se perpetúa para siempre, de AK quedará una cantidad menor que toda dada, el sentido de esta proposición no es que quede de AK una cantidad menor que toda dada, después que la ablación se continúe hasta su final hasta el infinito; o que después de toda la serie terminada, quede una cantidad menor que toda dada; sino que habiendo quitado términos de AK, en la relación mencionada más arriba, en cierto momento de los cortes finalmente, la parte residual de AK será más pequeña que una cantidad dada: que esto se diga para todos los fines útiles (Saint-Vincent, 1647: Proposición LXXVIII, Libro II: 96).

			En palabras actuales —y acercándonos a dar una respuesta a la pregunta 2 de la introducción—, el significado de lo anterior sería que “una serie es convergente si al quitarle una cantidad suficientemente grande de términos, el resto será más pequeño que cualquier cantidad dada”. Más precisamente, “una serie es convergente si el resto de ésta, definido como la suma desde el término n-ésimo de la serie, es más pequeño que cualquier cantidad dada para n suficientemente grande”, lo cual claramente es la noción de convergencia actual de una serie.

			Grégoire de Saint-Vincent retomó el trabajo de Arquímedes sobre la cuadratura de la parábola, lo que da contenido al libro V de su obra, titulado De la parábola, del cual examinaremos en detalle las proposiciones CCXXXI-CCXXXII, que consideramos las más importantes. La proposición CCXXXI afirma que la serie formada por el triángulo máximo ABC inscrito en el segmento de parábola ABC, más los triángulos máximos de las superficies restantes y así sucesivamente, corresponden al área del segmento.

			CCXXXI. Sea ABC el triángulo máximo inscrito en un segmento de parábola ABC. Por otra parte, consideremos los triángulos máximos de los segmentos residuales, de manera indefinida. Entonces, la serie de todos los triángulos es igual al segmento de parábola ABC (Saint-Vincent, 1647: 462).

			Nota: el triángulo ABC de la proposición anterior corresponde al ABΓ de la Fig. 1, propuesta por Arquímedes.

			En la proposición CCXXXII, Saint-Vincent concluye el resultado sobre la cuadratura de la parábola, es decir que el primer término de la serie de la proposición anterior es igual a 4/3 del área del segmento de la parábola.

			CCXXXII. Dada la misma figura, se tiene que el segmento de parábola ABC es al triángulo máximo ABC como 4 es a 3 (Saint-Vincent, 1647: 462).

			Demostración: el triángulo máximo ABC es el cuádruple de los triángulos máximos inscritos en los segmentos residuales; y éstos, de nuevo, todos juntos, son el cuádruple de los triángulos inscritos en los segmentos residuales y así, procediendo de esta manera sin fin, como las partes quitadas son siempre cuádruplos de los triángulos que se inscriben en los segmentos residuales, la serie entera de los triángulos, es decir, el segmento de parábola ABC, es al triángulo ABC primer término de la serie, como 4 es a 3. Esto es lo que había que probar.

			Los métodos anteriores son fundamentales debido a la profunda modificación que hizo Saint-Vincent del método de Arquímedes, quien lo retomó y extendió considerablemente a un proceso de convergencia; éste es el principio de esta noción, que después sería retomado por las escuelas italiana y francesa. El enfoque de Grégoire de Saint-Vincent es bastante diferente del griego porque él no duda en introducir la serie de todos los triángulos hasta agotar la superficie del segmento parabólico, de donde viene la denominación de exhaución. Asimismo, aporta una serie de afirmaciones sobre procesos infinitos que se alejan considerablemente de los métodos desarrollados por Euclides o Arquímedes. Por otro lado, gana en rapidez de exposición y en claridad, dado que el método del autor facilita la adquisición de una técnica. En ese sentido, se libera del método antiguo de los griegos y permite una ruptura epistemológica que trae consigo un avance teórico (Le Goff, 1990).

			De la discusión previa destacamos la extensión de Saint-Vincent del método de exhaución, pues ésta permite dar un gran paso hacia el desarrollo moderno del cálculo, así como otorgar elementos de respuesta a las preguntas 1-3 de la introducción.

			El desarrollo del cálculo tras la reformulación del método de exhaución

			Siguiendo la línea de Saint-Vincent, John Wallis (1616-1703) fue también pionero en el desarrollo de la noción moderna de límite. Para Wallis, como para cualquier matemático de la época, los estándares aceptables de rigor eran los de los griegos, así que también se basó en las obras griegas para desarrollar su idea de límite.

			En efecto, de acuerdo con Stedall (2008), Wallis, en su Arithmetica infinitorum de 1656, afirmó repetidamente que dos cantidades cuya diferencia podría hacerse menor que cualquier cantidad asignable podrían considerarse iguales. Treinta años más tarde, en su Tratado de álgebra, Wallis intentó justificar su definición basado en la teoría de la razón euclidiana. En el Libro de elementos V (Definición V), Euclides había establecido una propiedad especial de las magnitudes homogéneas (magnitudes del mismo tipo): dado cualquier par de tales cantidades, la menor de ellas, por diminuta que sea, siempre se puede multiplicar para exceder la más grande. Wallis argumentó lo contrario, a saber, si una cantidad es tan pequeña que no se puede hacer que exceda una mayor, no importando cuántas veces se la multiplique, debe considerarse como ninguna cantidad o nada. Incluso, Wallis llegó a afirmar una proposición más fuerte: “si la diferencia entre dos cantidades es menor que cualquier cantidad asignable, entonces, por definición, no se puede multiplicar para exceder una cantidad dada y, por lo tanto, según el argumento anterior, es nada, y las dos cantidades originales son iguales” (Wallis, 1656: 84).

			Aunque Wallis atribuyó sus argumentos a Euclides, los extendió considerablemente más allá de lo que cualquier matemático griego había hecho jamás. La intuición de Wallis puede no haber tenido la autoridad clásica que pretendía, pero, como varias de sus ideas en la Arithmetica infinitorum, Isaac Newton (1642-1727) las utilizó particularmente bien (Stedall, 2008).

			Así, observamos una primera versión de la noción de convergencia, más general que la de Saint-Vincent, en el sentido de que Wallis no la formuló en el contexto de una progresión geométrica ni en el de la cuadratura de una figura curvilínea, sino que lo hace en el contexto de cantidades, que nosotros interpretamos como funciones. Esto representa un avance, toda vez que implica una extensión del método de exhaución, a pesar de que está dado aún dentro de un contexto geométrico. Nuevamente, destacamos que el examen del trabajo de Wallis permitiría dar elementos de respuesta a las preguntas 1 y 3 formuladas en la introducción. Al respecto, creemos que este tipo de argumentación, bien conducida por un docente, podría ayudar a una primera aproximación a las nociones involucradas.

			Aunque Newton aprendió mucho como alumno de Barrow, en álgebra y cálculo fue influido por los trabajos de Wallis (Kline, 2016). En el Libro I, Sección I, Newton trata “el método de las primeras y últimas razones empleado en el resto del libro”, que es una tentativa de definir el concepto de límite. Enuncia el Lema I: “Las cantidades y las razones de las cantidades que continuamente tienden a igualarse durante un tiempo finito, y que antes del final de ese tiempo se acercan tanto a la igualdad que su diferencia es menor que cualquier diferencia dada, al final se vuelven iguales”. Newton buscaba definir el límite de sucesiones y razones de sucesiones, donde el tiempo representa para él nuestro concepto de número real, según Pierre Dugac (2003), quien realizó una demostración moderna del Lema I en términos de sucesiones.

			En 1669, Newton dio a conocer entre sus amigos una monografía titulada Sobre el Análisis por medio de ecuaciones con un infinito número de términos, publicada hasta 1711. En ella desarrolló una aplicación de las series infinitas para integrar (término a término) funciones racionales, consciente de alguna manera de que aquello que llamamos convergencia era importante y de que había extendido la integración a series. Más adelante, Newton extendió sus ideas en su Método de fluxiones y series infinitas escrito en 1672 y publicado en 1736, donde consideraba las series como inseparables de su método (Kline, 2016).

			Es necesario resaltar que tanto Newton como Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) son reconocidos como los inventores del cálculo, un método nuevo y general para resolver una amplia variedad de problemas; con ello deja de ser una extensión de la geometría griega, tal como se desprende de la argumentación desarrollada hasta entonces por los matemáticos. De hecho, ambos iniciaron la aritmetización del cálculo, es decir, el trabajo con conceptos algebraicos, cuyas notaciones y técnicas permitieron abordar muchos problemas geométricos y físicos sin recurrir a argumentaciones geométricas.

			Dicho lo anterior, se puede apreciar la importancia de las series para el desarrollo del cálculo, puesto que se requerían para la representación de funciones, como objeto matemático central en el estudio del movimiento. De hecho, hasta nuestros días, cuando evaluamos numéricamente una función determinada estamos evaluando, en general, la serie de potencias que la representa, e implícitamente la truncamos hasta cierto término, que es la operación que efectúan las computadoras. En este sentido, trabajamos con series sin darnos cuenta, como si fueran polinomios, que fue lo que hicieron los desarrolladores del cálculo antes de poseer las herramientas necesarias para formalizar el trabajo con las series, aspecto que se abordó recién a partir del siglo XIX y que es el tema principal de la próxima sección.

			Primeros trabajos sobre convergencia de series: un preludio a la formalización moderna

			Previo al siglo XIX hubo trabajos relevantes para la formalización de la convergencia de series y de la representación de funciones en series enteras que contribuyeron a la estructuración que tendría lugar en el siglo XIX.

			Hoy sabemos que los trabajos del siglo XVIII sobre series eran en gran medida formales, y que la cuestión de la convergencia y divergencia no se consideraba tan seriamente, aunque tampoco fue pasada por alto. Newton, Leibniz, Euler y Lagrange consideraban las series como una extensión de polinomios (Kline, 2016), de manera que no advirtieron los nuevos problemas que introdujeron al extender las sumas a un número infinito de términos. No estaban plenamente equipados para hacer frente a los problemas que les plantearon las series infinitas.

			Los trabajos sobre series comenzaron a desarrollarse ampliamente alrededor de 1730 con Leonhard Paul Euler (1707-1783), quien tenía enorme interés en el tema (Kline, 2016). Fue el primero en proveer un enunciado, aunque incompleto, del criterio de Cauchy en 1740, en el que concluye que “la suma de una serie considerada cualquiera es finita o infinita”. Euler estudia la serie de término general mediante la convergencia de las sumas parciales

			[image: ]

			Suponiendo implícitamente que a,b,c > 0 acota inferiormente la diferencia

			[image: ]

			Como el número de términos de esta diferencia es (ni – 1) – i + 1 = (n – 1)i y el término más pequeño es el último (Sni), entonces

			[image: ]

			Como el límite de esta sucesión cuando i → ∞ para n fijo, [image: ], no converge a cero, Euler concluyó que “la serie propuesta” tiende “al infinito cuando n tiende al infinito”.

			Notemos que el criterio de Euler, muy similar al de Cauchy, no es una condición suficiente de convergencia, ya que la serie de término general [image: ] verifica la condición Sni – Si = 0, a pesar de ser divergente (Dugac, 2003).

			La distinción entre convergencia y divergencia fue expuesta por Jean le Rond D’Alembert (1717-1783) en sus Opuscules mathématiques publicados en 1768. En el cuarto tomo de su obra, D’Alembert expone algunos puntos premonitorios de las futuras investigaciones. Comenzó considerando la serie de término general xn evaluada en x = –1. Observa que el valor de [image: ] es [image: ], mientras que la serie 1 + x + x2 + x3 + … es igual a 0 o 1; de esta manera evidencia los puntos de acumulación de la sucesión un = 1 – 1 + … + (–1)n. De este modo, advirtió a los matemáticos que utilizaron las series divergentes que, en general, todo razonamiento fundado sobre series divergentes, que uno supone iguales a cantidades finitas, le parecía sujeto a error (Dugac, 2003).

			También Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) fue consciente de la distinción entre convergencia y divergencia. Una parte importante de su Théorie des fonctions analytiques, publicada en 1797, se consagra a establecer el teorema de los incrementos finitos y de la fórmula de Taylor. Para ello, establece la fórmula de Taylor con resto integral de Lagrange, válida hasta nuestros días, la que será demostrada rigurosamente por Cauchy en 1823. Lagrange indicó que el desarrollo de Taylor no debía utilizarse sin considerar el resto, pero no investigó la noción de convergencia ni la relación entre el valor del resto y la convergencia de la serie de Taylor. Pensó que bastaba con considerar un número finito, suficientemente grande, de términos de las series, de modo que el resto fuera pequeño. La convergencia fue examinada más tarde por Cauchy, quien subrayó la importancia fundamental del teorema de Taylor, así como del hecho de que, para obtener una serie convergente, el resto debe converger a 0 (Dugac, 2003; Kline, 2016).

			El estudio realizado hasta ahora da una visión general del desarrollo del Análisis, previo a su formalización moderna, llevada a cabo durante el siglo XIX.

			Parte 2: relevancia de las sucesiones y series en el desarrollo moderno del Análisis Real

			Las razones del desarrollo moderno del Análisis

			De la discusión de la parte 1 destacamos la necesidad de formalización que se instaló después del desarrollo del cálculo por Newton y Leibnitz y que permitió, a su vez, el desarrollo moderno del Análisis Real, que discutiremos en la presente parte. A nuestro parecer, esta necesidad es la más grande proveedora de respuestas a las preguntas 1-3 formuladas en la introducción a este artículo, lo que no podría haber sucedido sin el desarrollo previo al cálculo, que aportó el método de exhaución, los argumentos geométricos y las nociones primitivas de sucesiones, series y convergencia.

			En la medida que el Análisis evolucionaba y permitía la reformulación del método de exhaución por Saint-Vincent, el desarrollo del cálculo por Newton y Leibnitz y los primeros cuestionamientos sobre la convergencia de series, se produjo un cambio de paradigma que abrió paso a una visión metodológica del Análisis muy distinta al de la geometría griega: se hizo necesario un estudio sistemático de las sucesiones, series y convergencia, lo que dio paso a una teoría que fundamentó el Análisis moderno y que está vigente hasta nuestros días.

			En lo que sigue, se proveerán elementos para evidenciar este estudio sistemático, del cual muchos aspectos son constitutivos de la enseñanza actual del cálculo, particularmente la noción de convergencia.

			Los primeros pasos del desarrollo moderno del Análisis

			El uso generalizado del cálculo durante el siglo XVIII llevó a una consideración más cuidadosa de los conceptos de límite y continuidad, importantes cuestiones que fueron abordadas durante la primera mitad del siglo XIX por Bernard Bolzano (1781-1848) y Augustin Louis Cauchy (1789-1857); y durante la segunda mitad del siglo XIX por Karl Weierstrass (1815-1897), quienes llegaron a lo que son, más o menos, las nociones y proposiciones actuales del Análisis. La obra de Bolzano, Cauchy y Weierstrass, entre otros, proporcionó rigor al Análisis y lo liberó de toda dependencia de nociones geométricas, físicas e intuitivas.

			Todos los matemáticos que contribuyeron al desarrollo del cálculo tenían un concepto intuitivo de límites acerca del cual Cauchy imprimió una notable diferencia respecto de sus predecesores. El trabajo de Weierstrass sobre la fundamentación del Análisis mejoró el de Bolzano y Cauchy; buscó evitar la intuición y basarse en conceptos aritméticos. Su trabajo se empezó a conocer sobre todo a partir de 1859, cuando comenzó a dar cátedra en la Universidad de Berlín. Weierstrass fue el primero en dar una definición formal, completamente satisfactoria, del límite de una sucesión (Stillwell y Stewart, 2017).

			En su publicación de 1817, Bolzano dio la primera definición formal de función continua, ya que consideraba que este importante concepto era tratado casi por sentido común. En dicha publicación, Bolzano enunció y dio una demostración del teorema del valor intermedio. Si bien no podía dar una prueba precisa de la existencia de un cero de una función continua que cambia de signo —debido a la falta de una teoría de los números reales— Bolzano fue el primer matemático en enunciar una versión completa de lo que hoy en día llamamos criterio de Cauchy para la convergencia de sucesiones. El método de Bolzano fue retomado por Weierstrass a partir de 1860; en él reconoce a Bolzano para demostrar lo que se conoce como el teorema de Bolzano-Weierstrass: todo conjunto infinito acotado posee al menos un punto de acumulación, resultado que tiene directa relación con las sucesiones, porque su formulación equivalente es: “toda sucesión acotada posee al menos una subsucesión convergente”.

			De la discusión anterior destacamos una argumentación que prescinde de la geometría y que enfatiza el uso y desarrollo de la teoría de sucesiones, vigente hasta nuestros días. Además, esto permitirá dar elementos de respuesta sobre todo a la pregunta 1 e implícitamente a la 2.

			Avances en el desarrollo moderno del Análisis: convergencia de sucesiones y series, criterio de Cauchy y convergencia uniforme

			El trabajo de Cauchy sobre la convergencia de series es el primer tratado sistemático significativo del tema. En la sección 1, “Consideraciones generales sobre las series”, del capítulo 6 de su Cours d’analyse, Cauchy da la definición de una serie: “se llama serie una sucesión indefinida de cantidades u0, u1, u2, u3, … que derivan unas de otras siguiendo una ley determinada” (Cauchy, 1821: 123). Interesantemente, notemos que, con esta definición, Cauchy introdujo lo que hoy en día conocemos como sucesión, aunque no en su forma más general. Enseguida, él continúa diciendo:

			Esas cantidades son los diferentes términos de la serie que consideramos. Sea Sn = u0 + u1 + …+ un – 1 la suma de los n primeros términos, […].

			Tras haber introducido la sucesión de sumas parciales de una serie, o suma de los primeros n términos de la serie, Cauchy definió la convergencia y divergencia de una serie como sigue:

			Si para valores de n siempre crecientes, la suma se aproxima indefinidamente de un cierto límite s, la serie se dirá convergente, y el límite en cuestión se llamará suma de la serie. Por el contrario, si mientras que n crece indefinidamente, la suma no se aproxima a ningún límite fijo, se dirá que la serie es divergente y no tendrá suma (Cauchy, 1821: 123).

			Posteriormente, Cauchy (1821) dio el ejemplo de la progresión geométrica en un estudio detallado mediante el Análisis de la convergencia de la sucesión [image: ] para x fijo, toda vez que su definición de convergencia de series, en la forma en que la redactó, es también válida para sucesiones.

			Y más adelante introdujo el criterio de convergencia que lleva su nombre (sin demostrarlo):

			De acuerdo con los principios establecidos anteriormente, para que la serie

			(1)  u0, u1, u2 … un, nn + 1, …

			sea convergente, es necesario y suficiente que valores crecientes de n hagan converger indefinidamente la suma

			sn = u0 + u1 + … + un - 1

			hacia un límite fijo s: en otros términos, es necesario y suficiente que, para valores infinitamente grandes de n, las sumas

			sn, sn + 1, sn + 2, …

			difieran del límite s y, en consecuencia, entre ellas, de cantidades infinitamente pequeñas (Cauchy, 1821: 124-125).

			Notemos que, en la forma dada, el criterio anterior corresponde al criterio de Cauchy para sucesiones redactado en lenguaje informal, aunque él lo desarrolló para series. Es importante resaltar que todo lo anterior está pensado y redactado en términos de sucesiones, tal como se evidencia en los escritos de Cauchy. Obviamente la relación entre ambos objetos matemáticos es bastante estrecha, si pensamos que, en realidad, el estudio de convergencia de una serie se reduce al estudio de la sucesión de sumas parciales asociadas. Esta relación queda claramente establecida por Cauchy en el enunciado de su criterio y de su noción de convergencia y divergencia, que es válida hasta nuestros días. La redacción de Cauchy —y de la época en general— estaba lejos del rigor de las notaciones, cuantificadores y relaciones lógicas entre las proposiciones. De lo anterior destacamos que una redacción matemática traducida al lenguaje natural podría apoyar a una mejor comprensión en los estudiantes, previo a la formalización.

			Posteriormente, Cauchy enunció el teorema que afirma que, si una serie de funciones continuas es convergente, entonces su función límite es necesariamente continua (Cauchy, 1821: 131-132):

			1er TEOREMA: cuando los términos de la serie (1) son funciones de una misma variable x, continuas con respecto a esta variable en la vecindad de un valor particular para el cual la serie es convergente, la suma s de la serie es también, en la vecindad de este valor particular, función continua de x.

			Asimismo, Cauchy (1823), en Résumé des leçons, aseguró que, bajo las mismas condiciones del teorema anterior, se puede intercambiar la serie con el signo integral, es decir que la integral de una serie de funciones es la serie de las integrales término a término, y de esa manera pasó por alto la necesidad de la convergencia uniforme con el fin de asegurar la conclusión. Sin embargo, el resultado es válido para las series de potencias, dado que éstas convergen uniformemente en el interior de su intervalo de convergencia, razón por la cual un contraejemplo es necesariamente no trivial.

			A pesar de ser impreciso, el mencionado teorema jugó un rol importante en el desarrollo del Análisis, tal como veremos a continuación. La obra de Cauchy inspiró a Niels Henrik Abel (1802-1829), quien escribió a su primer maestro, Holmboë, en 1826, que Cauchy “es en el presente quien conoce cómo deben ser tratadas las matemáticas”. En el mismo año de 1826, Abel publicó un artículo donde investigó el dominio de convergencia de la serie binomial y dio un ejemplo rebuscado de que la continuidad de la suma de una serie convergente de funciones continuas no se cumple necesariamente. Además, usando la idea de convergencia uniforme, dio una demostración correcta de que la suma de una serie uniformemente convergente de funciones continuas es continua en el interior del intervalo de convergencia (Kline, 2016).

			El mismo Cauchy reconoció posteriormente, en 1823, que su teorema era inexacto. En efecto, para que el resultado fuera correcto se requería la convergencia uniforme, la cual fue introducida por Cauchy (sin darle ese apelativo). Su resultado era válido solamente para series de potencias enteras, pero no para series generales, según él mismo reconoció. Cauchy modificó el enunciado de su teorema de 1821 introduciendo lo que hoy día es conocido bajo el criterio que lleva su nombre: el criterio de Cauchy (1823) para la convergencia uniforme. Para ser precisos, sea una serie de funciones continuas de término general un (x), n ≥ 0, x € [a, b,] sean sn (x) = u0 (x) + u1 (x) + … + un-1(x), rn(x), el resto de la serie y m > n. Cauchy reformula entonces la hipótesis de su criterio como sigue:

			Concebimos ahora que atribuyendo a n un valor suficientemente grande podemos hacer, para todos los valores de x comprendidos entre los límites dados, que el módulo de sm(x) – sn(x) (cualquiera que sea m), y, en consecuencia, el módulo de rn(x), inferior a un número ε tan pequeño como queremos (Cauchy, 2009: 32).

			Por último, dio la demostración del criterio al afirmar que la suma de la serie es una función continua entre los límites dados.

			Estructuración del desarrollo moderno del Análisis: sucesiones y series de funciones, reformulación de la convergencia uniforme, representación de funciones en series de potencias

			Dada la importancia de la contribución de Weierstrass, en lo que sigue daremos ciertos detalles de ésta. Como ya fue mencionado, Weierstrass introdujo las definiciones modernas, usadas hasta nuestros días, de sucesión convergente y de función continua; además, trabajó en series enteras, entre otros temas.

			En su curso de Análisis de 1861 (Dugac, 2003), Weierstrass comenzó haciendo la pregunta siguiente: ¿bajo cuáles condiciones la suma de una serie de funciones continuas, convergente para todo x perteneciente a un cierto intervalo I, es continua en I? Para responder a la pregunta, introdujo la noción de convergencia uniforme, con ayuda del criterio de Cauchy. Después, enunció el teorema que asegura que el límite uniforme de funciones continuas es continuo, y su demostración, mucho más clara que la de Cauchy de 1823, es hecha separando ε en tres partes, teniendo en cuenta la continuidad de las funciones y la convergencia uniforme de la sucesión de funciones. Ésta es la demostración aceptada hasta nuestros días.

			En 1841 Weierstrass redactó un artículo titulado “Sobre la teoría de las series enteras”, publicado por primera vez hasta 1894, donde introdujo la noción de convergencia uniforme y precisa que: “para cualquier número positivo δ, podemos quitar de la serie un número finito de términos de forma que el resto de la serie, para todo x en el dominio de convergencia, sea más pequeño en valor absoluto que δ”. Enseguida, Weierstrass demostró que, en el dominio donde la serie es uniformemente convergente, podemos derivarla término a término indefinidamente, resultado que es la base para la representación de funciones en series de potencias (las conocidas series de Taylor). Dicho esto, y como hemos mencionado, hay que destacar que se le atribuye a Cauchy el haber enunciado el criterio para la convergencia uniforme de series que lleva su nombre. Esto se debe a que no se ha podido encontrar el manuscrito de Weierstrass de 1841 para verificar si su definición de convergencia uniforme aparecía ya de esta forma (Dugac, 2003).

			En el siglo XVIII y principios del XIX se utilizaron sistemáticamente en Análisis las integrales y series para definir nuevas funciones, desarrollar funciones en series enteras y trigonométricas, buscar soluciones de ecuaciones diferenciales y calcular, con una precisión dada, los valores de ciertas funciones. De este modo, la noción de convergencia fue transversal para una parte importante de los matemáticos de ambos siglos. Por otra parte, las demostraciones de teoremas como el de valores intermedios de Bolzano, requieren de propiedades como: una función continua, definida sobre un compacto, alcanza su mínimo; una sucesión creciente y acotada superiormente de números reales es convergente, y un conjunto acotado superiormente de números reales admite supremo. En ese sentido, de una forma o de otra, dichas demostraciones se reducían al criterio de Cauchy, cuya prueba de suficiencia exigió la construcción del sistema de los números reales, como se tomará plena consciencia en la segunda mitad del siglo XIX (Dugac, 2003; Kline, 2016).

			Weierstrass dio pasos importantes para obtener demostraciones rigurosas de los teoremas esenciales del Análisis, particularmente sobre la existencia del supremo de un conjunto de números reales acotado superiormente y de que toda función real continua alcanza su máximo sobre un compacto de la recta. En efecto, hay evidencia de que en 1870 Weierstrass ya conocía la demostración de Bolzano de 1817 sobre la existencia del supremo de un conjunto de números reales acotado superiormente, el teorema del valor intermedio y aquel teorema que afirma que un conjunto acotado infinito admite al menos un punto de acumulación. La demostración de esta última propiedad en R se inspiró en el teorema de Bolzano sobre la existencia del supremo de un conjunto de números reales acotado superiormente, razón por la cual es conocida como el famoso teorema de Bolzano-Weierstrass. Por otro lado, Weierstrass dio una prueba rigurosa de que toda función continua alcanza su máximo sobre un intervalo cerrado y acotado de la recta. Cabe destacar que las demostraciones de los teoremas antes mencionados, como de muchos otros, se basan en las sucesiones.

			De la discusión de la segunda parte, es posible apreciar el importante rol de las sucesiones y series de funciones, junto a conceptos importantes como el de convergencia uniforme. De hecho, se evidencia una sistematización y un desarrollo avanzado del Análisis con el fin de establecer rigurosamente sus teoremas estructurales, junto con elucidar la noción de convergencia, motivado sobre todo por la representación de funciones en series de potencias, como aspecto central del cálculo.

			DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES

			Esta investigación pretende ser un aporte a la comprensión de nociones epistemológicas fundamentales en la enseñanza y aprendizaje de la matemática que permiten la comprensión de otras como, por ejemplo, la comprensión de la transición del cálculo al Análisis estudiado por Bergé (2008). Además, puede ser un soporte para distintos marcos teóricos que contemplan una dimensión epistemológica, como los espacios de trabajo matemático (ver, por ejemplo, Verdugo-Hernández, 2018; Verdugo-Hernández et al., 2022; Flores, 2021; Flores et al., 2022).

			Particularmente, este estudio muestra la relevancia de las sucesiones y series en el desarrollo del Análisis Real, y para ello enfatiza los obstáculos que debieron ser vencidos para llegar a la noción de convergencia que predomina hasta nuestros días. Esta noción involucra procesos de generalización de alta exigencia cognitiva, que han sido documentadas por diversos matemáticos desde inicios del siglo XIX (Dreyfus, 1991). El análisis histórico realizado evidencia que la evolución conceptual de las sucesiones y series ha sido compleja: inició principalmente con construcciones geométricas hasta decantar en un desapego de las nociones físicas e intuitivas, junto a la emergencia de conceptos importantes, como el de convergencia, con el fin de asentar las propiedades estructurales del Análisis. Las fuertes y persistentes dificultades identificadas en el campo del Análisis, por distintas investigaciones didácticas (Artigue, 1998), podrían ser repensadas a partir de esta visión histórica.

			Tal como lo señalan Bosch y Gascón (2006), las organizaciones y el currículo son el resultado de un proceso histórico que no puede comprenderse únicamente con un estudio de planes y programas y/o estudios de libros de texto; es necesario comprender su evolución conjunta para realizar adecuaciones en los diseños. Consideramos importante que la evolución de las sucesiones y series en el desarrollo del Análisis pueda contribuir a diseñar y analizar secuencias didácticas para el aprendizaje del mismo. Artigue (2015) respalda esta idea al considerar, como base en sus análisis preliminares, la dimensión epistemológica del contenido, la cual incluye una parte histórica, fundamental para los investigadores, pues ayuda a establecer los objetivos precisos de la ID e identifica posibles obstáculos epistemológicos. Además, esta dimensión histórica-epistemológica apoya en la búsqueda de situaciones matemáticas representativas del conocimiento, lo que Artigue (2015) llama situaciones fundamentales. Finalmente, de acuerdo con la autora mencionada, un estudio epistemológico, como el realizado en este escrito, posibilita tomar una posición y distancia reflexiva con respecto al mundo educativo.

			Concordamos con Jankvist et al. (2020) en que el estudio histórico y epistemológico de conceptos matemáticos complejos ayuda a comprender mejor sus significados en la formación tanto de futuros docentes de matemática como de formadores de docentes, lo que es especialmente significativo en el caso de las sucesiones y series, dada la escasez de estudios en esta línea desde una perspectiva histórica-epistemológica. En el caso de las nociones de sucesiones y series, el estudio histórico permite proponer una estructura en dos partes fundamentales: la primera abarcaría argumentaciones geométricas, junto al uso de progresiones geométricas ad hoc a dichos razonamientos; la segunda parte daría cuenta de la insuficiencia de estos discursos, toda vez que se producen contradicciones o paradojas lógicas en determinados tipos de demostraciones, que se relacionan, por ejemplo, con el manejo de series de potencias como simples polinomios, tal como ocurrió previo a la formalización de la convergencia. Consideramos que esta trayectoria podría favorecer un tránsito natural desde lo informal hacia lo formal para el concepto de convergencia de sucesiones; tránsito que, aunque no es lineal ni igual para todos los aprendices, suele surgir ante la necesidad de reformular el razonamiento intuitivo para resolver un nuevo problema más abstracto (Dawkins, 2012; Nurhanurawati et al., 2018). En esta misma línea, concordamos con Vieira et al. (2024), quienes muestran que delimitar un componente histórico y evolutivo acerca de las sucesiones numéricas permite trasmitir al profesor de matemática conocimiento estratégico para implementar distintos itinerarios de aprendizaje en torno a este tema.

			Finalmente, resaltamos la relevancia e interés cada vez mayor por realizar este tipo de estudios, los cuales contribuyen a concepciones y prácticas diversas en la educación matemática que abren posibilidades tanto pedagógicas como investigativas (Barbin et al., 2020). Adherimos a la postura del grupo de estudio sobre historia en educación matemática (llamado perspectiva HPM), que sostiene que la investigación que aborda aspectos históricos ayuda a promover una comprensión más profunda de la evolución de las matemáticas, mejorar la instrucción y los currículos; y cumple un valioso papel en la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas (Fauvel y Van Maanen, 2002). En los últimos 40 años, los trabajos en esta línea de investigación, que interrelacionan historia de las matemáticas con educación matemática, han aportado sin duda a la disciplina y su desarrollo tiene un lugar que aún no termina de agotarse ni ha perdido relevancia y vigencia (Chorlay et al., 2022). Así, este estudio histórico y epistemológico pretendería enriquecer el desarrollo de material didáctico y curricular que podría ser implementado en las aulas.
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